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Teorema (Teorema do Ponto Fixo para Contracoes).
Seja 1 = [a,b] um intervalo fechado e f : 1 — I uma
contracdo, ou seja, existe uma constante 0 < k < 1 tal
qgue

f(x) —f(y)] <klx—vy|, Vx,ye€l

Entéo, existe um unico ponto c € 1 tal que f(c) = c. Além
disso, toda sequéncia (xn)p>g em I, com x;,11 = f(xn)
para todo n > 0 e valor inicial xq arbitrario, converge
para c.

Teorema (Estuimativa de Seéries por Integrats). Seja
(an)n>0 uma sequéncia, e suponha que a funcao f(x) seja
positiv_a, decrescente, e tal que f(n) = an para todon > 0.
Entao, a série ) > 4 an pode ser estimada por integrais:

0.0

50 o0
J f(x) dx < Z an < aQ+J f(x) dx.
0 =0 0

Estas desigualdades fornecem uma estimativa para o va-

lor da série ) >~ qan e um critério de convergéncia.

Dica valiosa: when in doubt, estime! Say it with
me: bound, estime e cote! Pelo seguinte motivo:

Teorema (Teorema da Convergéncia Monotona). Seja
(an)n>0 uma sequéncia crescente de numeros reais que
possuil majorante, ou seja, existe um numero real M tal
gue an < M para todon € N. Entéo, a sequéncia (an)n>0
€ convergente, e seu limite € dado por: -

limn 00 A = sup{an : n € N}
Problema 1. (OBMU - 1¢ fase) Considere a sequéncia
an = D 11 %, para n > 1.

a) Determine ltmn o0 an.
2"(2—a,,) n+1
n+1 ‘

b) Determine limn—oo (

Problema 2. (OBMU - 1? fase) Seja xn uma seqiléncia
de numeros reals definida por

2 Xn

Xntl = Xn — 5 n > 0.

Para quats valores de xg a seqiiéncia converge? Para que
valor?

Problema 3. (OBMU - 1¢ fase) Seja

p_ {ab abeZ ab >1} —(4,8,9,16,25,27,...)

0 conjunto das poténcias perfeitas. Prove que a soma
infintta

Z 1 _1I1I1I1I1|1|...

m—1 3 7 8 15 24 26
meP

e lgual a 1.

Problema 4. (OBMU - 22 fase 2008) Seja f, : R — R

2008 .
dada por fn(x) = 5()()8 - x?2 — nx, para cada n € N, e seja
mn 0 valor minimo assumido por f;,. Determine o € R
tal que o limtte limp oo % existe e € nao-nulo, e calcule

esse limtite (para esse valor de «).

Problema 5. (OBMU - 2° fase) Seja (an), > uma suces-
sdo de niimeros reais tal que ) ;15 converge. Prove

n
que
1 n
i 2 e =0

Problema 6. (OBMU - 2% fase 2017) Seja (an)n>1
uma sequencia de termos (estritamente) positivos com
llman, = O tal que, para um certo ¢ > 0 e para todo
n > 1, temos |a .1 —an| < c- a%. Prove que existe d > 0
comn-an >d, vn > 1.

Problema 7. (OBMU - fase untica 2021) Para cada in-
teiro n > 1 seja k(n) o maior inteiro positivo k tal que
n = mK para algum intetro positivo m. Determine

1 n-+1
A 2 k)
):

Problema 8. (OBMU - fase unica 2020) Para R > O in-
teiro, denote por n(R) a quantidade de triplas (x,y,z) €
73 tais que 2x% + 3y2 + 5z = R. Determine o valor de

. n(1)+n(2) +...+n(R)
lim :
R—+00 R3/2

Problema 9. (OBMU - fase unica 2022) Dado 0 < a < 1,

determine todas as funcoes f : R — R continuas em x = 0
tais que f(x) + f(ax) = x, Vx € R.

Problema 10. (OBMU - fase unica 2022) Dados ¢, «x >
0, considere a sequéncia (xn)n>1 definida por x; = c e
Xnil = Xne *n para n > 1. Para quats valores reats de 3

3

a série > 2 1xn € convergente?

Problema 11. (OBMU - fase unica 2023) Seja p a fun-
cao potencioral, dos intelros positivos nos tntetros post-
tivos, definida por p(1) =1e p(n+1) = p(n), se n+1
nao é uma poténcia perfeita, e p(m+1) = (n+1) - p(n),
caso contrarto. Existe N inteitro posttivo tal que, para
todo n > N, p(n) > 2"?

Obs.: Um inteiro n € uma poténcia perfeita se existem

inteitros a,b > 2 tats que n = aP.



